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Resumen En cste articulo se describe el disefio una instalacién experi-
mental para estudiar el fenémeno de friccion entre llanta y pavimento.
Se estudia el problema de la dinamica de la traccién y frenado a través
de modelos din&micos de friccion. Estos utilizan el modelo de LuGre
(Canudas de Wit, C. et al., 1995). Se presentan algoritmos de control
para el movimiento del mismo y resultados de simulacion.
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1. Introduccion

Los distintos estudios a propésito de la friccién llanta-pavimento han hecho
énfasis en el uso de modelos pseudoestaticos. En particular, la llamada “formula
magica”’ (Bakker, E. et al., 1987), es un modelo que reproduce el coeficiente de
friccién contra el deslizamiento. Los modelos pseudoestaticos tienen limitaciones
importantes: son dificiles de caracterizar y carecen de una base fisica. Por es-
ta razon, se introdujeron los modelos dinamicos de friccién que se han usado
para describir la friccién lanta-pavimento con mayor detalle. En este articulo se
presenta el disefio de una instalacion a pequeia escala para estudiar la interac-
cién llanta-pavimento que permitira estudiar con mas detalle el uso de modelos
dinamicos de friccion para control de traccién y frenado.

2. Modelo matemético de un cuarto de vehiculo

La dinamica longitudinal de un vehiculo utiliza un modelo de solo un cuarto
de vehiculo. Este tipo de modelo ha sido ya usado por otros autores como por
ejemplo (Kiencke, U., 1993), (Kiencke, U. y Daiss, A., 1994), (Liu, Y. y Sun,
J., 1995). Para describir el movimiento longitudinal de un cuarto de vehiculo se
utiliza el siguiente modelo

mv =4F; — Fy; (1)
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donde m es la masa del vehfculo, v la velocidad longitudinal del vehiculo, F; la
fuerza entre la llanta y el pavimento y Fa: la fuerza aerodindinica de arrastre,
que puede escribirse cono .

For = Cozv” (2)
donde C, es el coeficiente aerodinamico que depende del 4rea longitudinal efec-
tiva, la densidad del aire y la forma del vehiculo. La fuerza de friccién llanta-
pavimento puede expresarse de la siguiente manera

F = —l‘El (3)

donde u es el coeficiente de friccion llanta-pavimento y Fn = =2 es la fuerza
normal en cada llanta. La dinamica rotacional de la llanta esta descrita por

Ilujl =Tm _n—Fle (4)

donde w, es la aceleracion angular, I, es la inercia de la llanta, Tm es el par de
impulso, n es el par de frenado y R, es el radio efectivo de la llanta. El banco
estara constituido por un rodillo y una llanta. Se ha supuesto que el rodillo se
comporte como el pavimento y que también represente la masa del vehiculo. La
llanta estd acoplada al eje de un motor de corriente directa sin trasmision. El
radio del rodillo est4 dado por Rg, wa es la velocidad angular del rodillo e I
es la inercia del rodillo (ver Fig. 1). La dindmica rotacional del rodillo que esta

Figura 1. Diagrama del banco para estudiar la friccion llanta-pavimento.

dada por
I2‘Ll)2 = FJ:R2 - Fa:rR2 (5)

De las Ecs. (1) y (4) se puede establecer que la velocidad angular wy y la velocidad
angular ws estan relacionadas a través de la velocidad relativa definida como
8= szg = R1W1 (6)

Tomando la derivada de la Ec. (6) y al hacer 7 = 7, — n, se tiene la siguiente
expresién

. mg Ro o R2 7 mg R, .
= Ro[—p—2—= — =] - —
§=Ry[—p 1T, Cazv Rzl R1[11+p 7 11] ()
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Al tomar las Ecs. (2) y (3) y sustituir en las Ec. (1), la dindmica del vehfculo se
puede expresar comno

U= —ap — bv? (8)

§=—(a+c)p—t?®—dr 9)
dondea=—";}1%,6=Cu,%,c=%ﬂ%:yd=-ﬁ.

3. Modelo dindmico de friccion

En (Canudas de Wit, C. y Tsiotras, P., 1999) se proponen modelos din4micos
de friccion basados en el modelo de LuGre que se utilizan como base para este
articulo. Este modelo supone que las superficies hacen contacto a través de cerdas
erizadas elasticas y cuando se aplica una fuerza tangencial las cerdas se deforman
como resortes, lo que hace que la fuerza de friccion aumente hasta llegar a un
punto donde ocurre deslizamiento. El modelo esta dado por

LI
dt g(s) (10)
P prios
fb =g =gtk o1 + 028 (11)

donde s es la velocidad relativa entre las superficies (llanta-pavimento) y z es
un estado interno que representa la deformacion promedio de las cerdas. Los
parametros oo, 01 y o2 representan respectivamente la rigidez, el amortiguarnien-
to y la friccién viscosa entre las superficies y F;, es la fuerza normal. Para modelar
y describir el fenomeno “Stribeck" ((Armstrong-Hélouvry, B., 1991) y (Canudas
de Wit, C. et al., 1995)) se utiliza la siguiente formula

9(8) = o + (s — o)™ (12)

donde g es la fuerza de Coulomb, u, es el nivel de la fuerza de friccién estatica
y vs es la velocidad “Stribeck". El modelo representado en las Ecs. (10), (11) y
(12) es un modelo con pardmetros concentrados y tiene como hipétesis que la
interfase llanta-pavimento es puntual.

4. Modelo dindmico del motor de corriente directa y del
sistema electro-mecénico

Las ecuaciones que caracterizan al modelo matematico de un motor de corri-
ente directa son las de del circuito eléctrico y equilibrio de pares, respectivamente

V. = L% + Ri, + Ky,
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chdl =Knia — 7

Donde V; es el voltaje de entrada, L la inductancia eléctrica, R la resistencia
cléctrica, i, la corriente de armadura, 7, el par de frenado, w) la velocidad angular
del eje del motor, J., €l momento de inercia equivalente, y Km, Ky constantes
apropiadas. Para obtencr ¢l modclo dinamico dcl sistema complcto sc recurre a
la Fig. 2 que muestra el sistema electro-mecénico. Partiendo del modelo estandar

Figura 2. Sistema electro-mecénico.

del motor de corriente directa, se obtiene

d
Laia =-Ri, - wal + Ve (13)

Sustituyendo la Ec. (3) y el par de frenado en la Ec. (4), se tiene
L1 = T — Buy + u%g-Rl (14)
y sustituyendo las Ecs. (2) y (3) en la dinamica rotacional del rodillo se obtiene

Lyup = lt%}-Rz — Cuz¥’ Ry (15)

En este modelo se considera pu=g(s)sgn(s) + o238, donde g(8)=p. + (us —

LN i : L
pe)e”!%1? | esta dltima ecuacion es una paratmetrizacion del efecto “Stribeck".
Este nuevo modelo pretende capturar fendmenos de friccién a bajas velocidades,
asi como predecir fenémenos de histéresis.
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5. Trayectorias deseadas

Para conseguir el control de traccién y frenado fue necesario fijar trayectorias
de referencia a partir de la velocidad deseada vg, puede expresarse como

vy = Raway
donde w24 es la velocidad angular deseada que se puede conocer a partir de vg4.

Conociendo vq4 y w24 y al usar la Ec. (5), se puede conocer el coeficiente de
friccion deseado, dado por

4 .
Hd = — Rzmg [12“)24 + Cuz'u;z[] (16)

Si se asume que z es nula! de la Ec.(10), donde 24 = msgn(sd), es el estado
interno de equilibrio de la Ec. (11), entonces se deduLe la velocidad relativa
deseada sq4 entre las superficies llanta-pavimento, dada por

1 4 )
Sa = 0_2[(— Fomg (Tow2a + Cazvg)) — ooz4) (17)

Por lo tanto se puede conocer w,4 de la Ec. (6), quedando como

w __}_2_2_“_) L3
4= pw Rlad (18)

De la Ec. (4) se puede deducir el torque del motor deseado 7,4 en funcién
de wid

mg, Ry
4 I1

y con ello la corriente deseada ¢.4, expresada como

Tmd = I)wia + pg——

Tmd - Rl
tad = K, K. [Ile +;1.,1 1 Il] (19)

Finalmente el voltaje deseado V.4, se expresa como

d. .
Vea = Lazad + Riga + Kjwia (20)

Una vez encontradas las trayectorias deseadas que logran que el frenado o
traccion sea congruente se puede diseniar un controlador con el modelo dindmico.

! Lo que implica suponer que la dinamica de z es més rapida que la de s.
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6. Ley de control para el sistema electro-mecénico

El objetivo principal del controlador es comprobar la estabilidad del seguimien-
to de las trayectorias para el sistema, para ello se utiliza teorfa de Lyapunov. Se

parte de la Ec. (1) rescrita como

. mgR2 Cur 2 2
= p——- — ——R5 21
w2 =p A T 2W2 (21)

Al tomar la Ec. (14) y despejando w;, se tiene
K,.. B mg
=g — Fwi - pT=R 22
w) T 1a A w1 [1,411 1 ( )
A partir de las ecuaciones anteriores, se puede obtener la derivada de la velocidad
relativa, que es
2 2 R
. mg [R;  Ri &B _koil-Fo p2o2 -
3_/‘—4—_[12+Il]+11[w1 mza] I; % 282 (23)

Por otro lado, al despejar la velocidad angular de la llanta, de la ecuacion de la
velocidad relativa, Ec. (6), ésta se puede escribir como

R, 1
w) R w2 & s ( )

Al despejar de la Ec. (13) $1q, se tiene

d R, K;[R 1 Ve .
—ig=——ig— =L [ w2 — =8| + = 2
dt‘l,a Lla L [ngz Rl ( D)
Por lo tanto el sistema sobre el que se disefiar4 la ley de control esta descrito
por

(;)2 = C][l = ngg (26)
§ = Cyp— Cyw? + Cswz — Css — Cria (27)
d. ;
= —Cyws — Cgig + C108 + C11Ve (28)

R2
it

Ra R} R}
donde C; = 2, €, = SuR3, G = 2[R+ o = Ea,
R2 R R K; R _ K/ |1
Cs =B, Co=£B, Cr="knm, Co=§, Co= 4t [B], Cro= 52 [4]
y Ciu= 71; Los errores de seguimiento para la velocidad angular wo, velocidad
relativa s y corriente i, estan definidos respectivamente como:

Wp=wy—wy, §=8—81 Y ig=1%s—%ad
donde wag, 84 ¥ iad Son los valores deseados para wo, 8 € ig.
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De las Ecs. (25), (26) y (27) se obtiene la dindmica del error de seguimiento,
que puede expresarse colo

W2 = —C\[y] — Cowl — g

(29)
§ = —Csly] — Caw? + Cswz — Cgs + Criq — 84 (30)
d: _ _ci —C c d.
e = ~Cbia = Cows +Cls +CnyVe ~ Jibed (31)

Ahora p depende tnicamente de la velocidad relativa 8. Para desarrollar la ley

de control para el seguimiento de trayectorias del sistema propuesto se utiliza

teorfa de Lyapunov y la técnica de Backstepping. Se define primero
1 2

W, = 5723 (32)

Se inicia con la derivada de la Ec. (31) y se sustituye la Ec. (29) en ella para
obtener

W2 = 728(Csp — C4w§ + Cswa — Ces — Criq — 84| (33)

Se utiliza Backstepping, por ello se asume que i, actaa por ahora como control

Por lo tauto, seleccionando i, de la Ec. (32), la que se denotara como 2L

; 1 . -
t:l = a[c:;p + Cw% — Cswa +Cg8 + 84 — fS] (34)

que incluye un término de correccion de error f3.
Al sustituir la Ec. (33) en (32), se tiene
W2 = _72f§2 (35)

Entonces, 3 = 0, es un punto de equilibrio asintéticamente estable, por lo tanto
Mmoo § =0 = limyoo 8 = limy—oc 84

Como en realidad i, no es el control, entonces se puede definir una variable
deerror 2 =1,—1, — tia=2+1i,y derivando Z con respecto al tiempo

iz = ii = ii'
" dt* dt° (36)
Al sustituir i, y £, en la Ec. (35), se tiene

ii--—Ci — Cywy + Cyg8 + C11 V. _4y

72 = ~Usta = Cown + Co Ve = 2ta (37

Por otro lado se define

1.,
We=Ws + '2'2- (38)
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Derivando la Ec. (37), se obtiene

. . : S d .
W.=W,+ ‘—;izi = Wh + 2[-Cs(Z +1i,) = Cowz + Cros + Cn1 Ve — 31;] (39)

Se selecciona V, de la Ec. (38), que es la variable de control, como
1 o d .7 o~
V. = =—|[Csig + Cow2 — Cr08 + =i, — Bz) (40)
Cn dt

que incluye un término de error de correccion B8z. Introduciendo la ecuacién de
el voltaje V. en la Ec. (38), se tiene

W, = W, — B2 — Cs3® = —72f 32 — (Cs + B)* (41)
Lo que prueba que Z — 0, asint6ticamente. Entonces ia = 1,.

Ahora se analiza la estabilidad de @2 = 0, derivando la ecuacion el error de
la velocidad angular, se tiene

W2 =Wy — Wad (42)
sustituyendo waq en (28), se obtiene

@ = —C1 (1 — pa) — Ca(w2 + wad)@2 (43)

donde (w2 + waq) > 0, por disefio.
En la Ec. (42) el término (u — pa) es acotado y uniformemente continuo, por

lo que no hay tiempo de escape finito pues p— pa €s uniformemnente continua, u
¥ fa son acotadas. Ademdas —Co (w2 +waq)w2 es Lipschitz en wz. Para un tiempo
suficientemente grande, se tiene que

Wy~ —Co(wa + Woq)W2
entonces

wr—0 = w—wy

Asi queda demostrado que se obtiene estabilidad asintética para ie=0,§=0
y w2 =0, con la ley de control propuesta V,.

7. Resultados de las simulaciones

Los resultados describen el comportamiento del vehiculo cuando éste realiza
varias maniobras. Las simulaciones se realizan con base en el juego de parametros
propuesto en (Aguilar, J.G., 2008). La siguiente simulacién muestra como sefal
de referencia (vq), una funcién senoidal, el controlador tiene como objetivo seguir
la trayectoria deseada durante todo el proceso.
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Figura 3. Resultados de simulaci6n. a) Velocidad angular deseada wsg, b) Ve-
locidad relativa deseada sq, ¢) Error de seguimiento en la velocidad angular @,,
d) Error de seguimiento en la velocidad relativa 3.

Las Figs. 3(a) y 3(c) muestran la velocidad angular deseada w,q y el error
de seguimiento en la velocidad angular @, mientras que las Figs. 3(b) y 3(d) la
velocidad relativa deseada sy y el error de seguimiento en la velocidad relativa
3.

La Fig. 4(a) muestra la corriente manipulada i, y la Fig. 4(b) el error de
seguimiento en la corriente z.

8. Conclusiones

Se obtuvieron modelos matematicos para la interaccion llanta-pavimento en
un modelo de un cuarto de vehiculo, con los que se pueden disefiar leyes de
traccién y frenado para poder controlar la velocidad relativa en la superficie de
contacto. Se obtuvieron trayectorias deseadas basadas en el modelo dinamico
del vehiculo. Se disefi6 una ley de control para el sistema electro-mecanico con
base en técnicas de Lyapunov que resuelve el problema de control de seguimiento
de trayectorias deseadas para un vehiculo en regimenes de traccion y frenado.
Finalmente, se presentaron los resultados de simulacién que muestran un buen
desempeno de los modelos dinamicos y del controlador.
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Figura4. Resultados de simulacién. a) Corriente deseada i, b) Error de
seguimiento en corriente z
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